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Eléments de traitement
numerique du signal 0
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Echantillonnage d'un signal (1)

C1 : introduction, échantillonnage,

signaux et systéme discrets o= {sm) A P
pourt # nT ¢ n=—co 0 ’
. . . {1 pourt =nT
8(t—nT,):"fonction / signal" de Dirac  8(t—nT,) = 0 pourt = 1T,
1 2
Echantillonnage d'un signal (2) Echantillonnage d'un signal (3)

Spectre du signal échantillonné

Rappel : s(t) étant une fonction localement sommable, la distribution s
définie par <s,p>= J‘s(t).q)(t)dt existe.

To T, t 'l:

Propriété : 88,7 =s(nTy)8,;

N=roo =+c0 N=rteo

n=rteo Se:z 258 —SZSHT
(0= {S(HT ) pourt=nT > s.= 2 S(nTO)SnT” n=—co N=—co n=—co
ourt # nT n=—oo e
P D'od TF(s [ ZSnT] TF(s *TF{ZSnT]
n=—co n=—co

avec d ;. :distribution de Dirac <8, ,¢ >=(nT,) q gt
’ ’ Soit TF(s.)=TF(s x— E S = E T TF(s)
o T My
0

0 n=—o N=—co

) ) . 1 N=+oo
3 Du point de vue fonction: S u) = T—On;wS(u —-nv,) 4




Echantillonnage d'un signal (4)
Signaux a bande limitée (spectre borneg)

A s(t) A se()
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»

t

Echantillonnage d'un signal (6)

Repliement de spectre

[Sev)l

A
1l'|'u
Vo > 2Vax . . . A\
T T T T T N
-2Vo -Vo -Vm Vm Vo 2V,

Qv
1ty & [Sew)
VO = 2VMax 1 — 4 | » v
-2Vo RV VuVo 2Vo
Qv

Echantillonnage d'un signal (5)

Limitations

Théoréme de Shannon : il n'y a pas de perte
d'information a la condition que :

Vo 22V (en pratique : vy >2vy,..)

Vo = 2Vpax - fréquence de Nyquist

Dans le cas ou v, <2vy,,, il y a interférence entre les
réplications périodiques du spectre du signal analogique :
c'est le repliement de spectre ou aliasing en anglais

Echantillonnage d'un signal (7)
Filtre anti-repliement

Filtre passe-bas idéal

F\ v, <v,i2 Fh(t)\
S . ) . |

(t)
[sw)l A |HW)| [Shv)|
% —[]—> v
—Vm Vnm -Vi V4 -Vi Vi
arg S(v) 4 arg S(v) arg Sn(v)
v [ R Vi
—Vm A% Vi
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Echantillonnage d'un signal (8)

Reconstruction du signal a temps continu (1
Filtre anti-repliement 9 P (1)

se(t) A sce(t)
Se)|
1T, 4 |Se AT
— o » c(t)
Sans filtre anti-repliement : NP - T | hanO' >, C(p) C(v) /\‘t

SAWAN,, AU ANSE U W

Avec filtre anti-repliement h(t) [\ 1 ﬂ V1 vq ,
c
Probléme : perte d'information ! } — A : > v e arg C(v) /\T arg Sce(v)

2vo  -yg M VuVe  2Vo A AN v f —> v
@ v W v\n i “Vu I\/\I/w
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Reconstruction du signal a temps continu (2) Reconstruction du signal a temps continu (3)
Filtre passe bas idéal C(v):{ T siM<v, En prenant exactement v, :V?O=%

0 si M >V,

Fittage  S(v)=C(v)-S,(v) &==>  s=TF[S,(v)-C(v)]=s,"c L snX(t-nm) Formule de
Soit - s= Y s(nT)3,, 0= Y s(nTy) 7y [c] Nous obtenons : - is(t)= 3. s(n,) let_nTo) linterpolation idéale
n n 0

|TnTo [c] : distribution définie par la fonction c(t - nT, )|

or TF[e(v)]=c(t)- [%)sm(zm) — 20T, sino(2mv,)
C'est une reconstruction par
T & sin2zv, (t—nT, addition de sinus cardina
— s(t):fon;ws(nTo)#OO) iti inu inaux
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Signaux numériques
De la théorie a la pratique(1)
* Mesure du signal échantillonné

En utilisant un convertisseur analogique numérique (CAN). Utilisation
d’échantillonneurs-bloqueurs ou d’échantillonneurs moyenneurs

s(t)
To

Mesure -> quantification avec une erreur de quantification

Signal échantillonné ET mesuré -> signal numérique,

Signaux numériques
De la théorie a la pratique (2)

Chaine de traitement numérique d’un signal analogique
(signal a temps continu)

s(t) Filtre - Filtre passe-bas
anti-repliement CAN Traitement CNA (lissage)

Cadre général : signaux discrets et
systémes de traitement de signaux discrets

Signhaux numériques
De la théorie a la pratique(1)

* Reconstruction du signal analogique
(conversion numérique analogique : CNA)

- Utilisation de CNA bloqueurs, suivi d’'un filtrage passe-bas

filtrage T/\
> passe-bas > >

‘ t

- Ou utilisation de CNA interpolateurs, toujours suivis d’un filtrage passe-
bas (signaux continus reconstruits par interpolation entre les
échantillons)
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Signaux et systemes discrets

+ Signaux discrets
— Classification des signaux
— Rappel sur la représentation des signaux discrets
+ Systemes linéaires stationnaires continus discrets
— Définition
— Réponse impulsionnelle
* Produit de convolution discret
— Reéponse a I'impulsion unité (ou de Dirac)
— Reéponse a une entrée quelconque
— Causalité
— Equation aux différences finies
+ Stabilité des filtres discrets
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Classification des signaux Signaux discrets

+ Obtenus par échantillonnage d’un signal a temps continu

N=+oo N=+oo

‘ | ‘ | ‘ S, = 2 s(nT, )SnTu = S.Z SnTO
N=—oo n=—c
p ! f » Echantillonnage non régulier
temps continu, valeurs continues temps discret, valeurs continues Coefficient
+ Suite discréte de valeurs (numériques) /1
5 5 N=-oo
3 — 3 Représentation générale (T,=1s) s= 2 s(n).d
T
0. | > /
t A 1 n H n k=+°°
temps continu, valeurs discrétes femps et valeurs discrets Remarque : représentation "fonction" par une s(n)= 2 S(n—k)
signal numérique - fonction discréte s(n) et le "signal de Dirac" i "
Systémes de traitement Les filtres a temps discret
Les filtres a temps discret Définition espace des fonctions
Nous considérons des systémes linéaires, continus, * La sortie est représentée par une fonctionnelle f :
stationnaires, fonctionnant & temps discret, ou plus s(k) =fle(k)]
généralement traitant des signaux discrets/numériques v Linéarité : on considére deux entrées e, (k) et e,(k)
avec  s;(k)=f[e, (k)] et s,(k)=f[e,(k)]
e(n) Systeme s(n) = fle(n] Le systéme est linéaire si : s(k)= f[k1e1 (k)+2se, (k)]: A8 (k) + 2,8, (K)
N=+oo discret niﬂ” v Continuité : le systéme est continu si
e= e(n).d s= s(n).5
2 3, — " e(k)= lim e (k) vk alors s(k):f[e(k)]:f[ lim e, (k)]: lim s, (k) Vk

N=—co

v/ Stationnarité : e(n-k) : signal e(n) retardé de k échantillons

19 g(n-k) = fle(n-k)] = s(n-k) 20



Les filtres a temps discret
Définition espace des distributions (1)

« L'entrée étant ¢ = 26(k)5k la sortie s a pour expression :

k =§k‘,s(k)6k=§k‘,f[e(k)}5k

» On définit I'application F, représentant le fonctionnement du systéme dans
I'espace des distributions par : s =F(e) = Zs(k)Sk = Zf[e(kﬂéik
k k

Cette application est linéaire, continue, permutable avec les translations

V' Linéarité : on considere deux entrées e, et e,
s=F(he,+ 2,8, ) = X f[1e, () + 1,8, (k) |3, = X[ A4fle, ()1 +A,fle, ()13,
k k

=22 fle, (k)]'ak +1, . fle, (k)['sk = A1F(e1)+ 7‘2':(92) = A8+ A58,
K k 21

Les filtres a temps discret
Réponse d'un filtre discret (1)

F est une application de type filtre : F(T*U) = F(T) *U=T*F(U)

Prenons T = e, entrée du systeme, et U = § (impulsion de Dirac)

La sortie s s'écrit: s = F(e) = F(e » §) = e * F(J)

Soit finalement : s = e * F(3)

Avec F(9) : invariant du systéme -> réponse impulsionnelle

Notation I h=F(8)=Y h(k)3,
h(k) : réponse impulsionrielle (représentation par fonctions)

Le systéme est totalement défini par sa réponse impulsionnelle h ou h{k)

Les filtres a temps discret
Définition espace des distributions (2)

v Continuité :  F(e)= F[ lim e (k)}— lim F[ (k)}

N—>+oo N—+oo
v' Permutabilité avec les translations :

Soit T, (e) = ze(k - n)8k : translaté parn de e
k

Alors F[rn (eﬂ:zk“f[e(k—nﬂ&k = zk“s(k—n)éik =1,(s)

Conclusion : F est une application de type filtre

Donc  F(T*U) = F(T) U=T*F(U)
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Les filtres a temps discret
Réponse d'un filtre discret (2)

v Produit de convolution discret
Nous avons s =e -F(8) = e -h, avec:
e=Te)s, h=F(E=2n03 s-Xs <>
k
Dot s=3's ()8 _%‘4 () Zh %2{1 By

n
En posant k + | = n, nous obtenons :
s=Y [ ehn-k)35, = sn)s,
n k n
d'ou s(n) = Ze(k)h(n —-k) : produit de convolution discret
k

Remarque : produit commutatif : ~ s(n) = z e(k)h(n-k) = z e(n —k)h(k),
k k



Les filtres a temps discret
Réponse d'un filtre discret (3)

v Equation de filtrage

Aussi appelée "équation aux différences finies".

N M
s(k) = Eaie(k = i) -y bjs(k = j) Formalisme fonctions
=0 i=1
N M
s=Y ar(e)- ijrj(s) avec T(e)=e*J, Formalisme distributions
=0 i=1

De nombreux systémes peuvent étre décrits par ce type de
relations entrée-sortie (linéaires, continues, stationnaires)

v’ Définitions
= Filtre non récursif : b, = 0 Vj

= Filtre récursif : 3j, tel que b; # 0 %

Les filtres a temps discret
Stabilité des filtres discrets
> Définition :

Un filtre discret est stable si toute entrée bornée en amplitude produit une
sortie bornée en amplitude

> Théoréme : un filtre discret est stable si et seulement si Z‘h(n)‘ <o
n

» Démonstration
- Condition suffisante :

Soit [e(n)|<M ¥n, [s(n)|=[X e(n-Kh(k)
k

< %‘e(n —k)[n(k)|< M%‘h(k)‘
- Condition nécessaire :

Soit e(n) — Slgn[h(—n)]{ 1 pour h(—n) >0

-1 pour h(-n)>0

Les filtres a temps discret
Propriétés des filtres discrets
v Filtres causaux : la réponse impulsionnelle h est causale
h= ;}h(k)ﬁk

v Filtres non récursifs : ils sont a réponse impulsionnelle finie
(filtres RIF ou FIR)

s(k)= g‘;aie(k—i) = hk)=a,.ke[ON]

v Filtres récursifs : a réponse impulsionnelle infinie (filtres RII
ou lIR)

v Les filtres fonctionnant en temps réel doivent étre causaux
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Quelques définitions

+ Signal discret a énergie E finie

N=-+oo oo 2
s= Y sn)d, EEIO ‘s(n)‘ existe
N=—co N=—co

+ Signal discret a puissance moyenne finie

P2 jim—' i ‘s(n)‘2
S NSe 2N+,

N—oo N

* Produit de corrélation
N=+oco N=+oco
Soient les signaux s, = Y s,(n)3, et s,= Y s,(n)J,

N=—oco N=—oco

:5(0) bomé si ¥ |h (k)| <M
k

s(n)= Y e(n—k)h(k),donc s(0)= Y e(-k)h(k)= \h (k)
k k k

I'(k)= Y s,(n)s,(n—k) |(convolution:s, *s, = f— f(k)= Y s,(n)s,(k—n))

n 28
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